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Исследуются максимальные сцепленные системы (МСС) и ультрафильтры (у/ф) на широко понимае-
мом измеримом пространстве (имеется в виду непустое множество с оснащением в виде π-системы
с «нулем» и «единицей»). При оснащении топологией волмэновского типа множество МСС пре-
вращается в суперкомпактное T1-пространство. Исследуются условия, при которых данное про-
странство МСС является суперкомпактом, т. е. суперкомпактным T2-пространством. Эти условия
распространяются затем и на пространство у/ф при оснащении топологией волмэновского типа.
Полученные достаточные условия согласуются с представлениями, получаемыми в вырожденных
случаях битопологических пространств с топологиями волмэновского и стоуновского типов, но не
исчерпываются этими представлениями.
Ключевые слова: максимальная сцепленная система, квазиокрестность, топология, ультрафильтр.
DOI: 10.35634/2226-3594-2020-56-09
Введение
В статье рассматриваются вопросы, связанные с построением максимальных сцеплен-
ных систем (МСС) и изучением некоторых свойств топологического пространства (ТП), по-
лучаемого при оснащении множества МСС топологией волмэновского типа. При этом сами
МСС определяются в виде максимальных сцепленных подсемейств π-системы [1, c. 14]
(имеется в виду семейство, замкнутое относительно конечных пересечений) с «нулем»
и «единицей» (пустое и объемлющее множества соответственно). Данное построение обоб-
щает известную конструкцию суперрасширения [2, гл. VII, § 4], где рассматривались МСС
на π-системе (на самом деле, решетке) замкнутых множеств в ТП. Это построение охва-
тывает случаи, когда исходная π-система является топологией и алгеброй множеств, т. е.
случаи МСС на ТП и на измеримом пространстве (ИП). С учетом этого непустое множе-
ство с оснащением в виде π-системы с «нулем» и «единицей» рассматриваем далее как
широко понимаемое ИП. Традиционный в теории суперрасширений ТП вариант оснаще-
ния связан с топологией волмэновского типа (см. в этой связи построения, используемые
в расширении Волмэна [3, гл. 3]); отметим работы [4–6], касающиеся важного свойства су-
перкомпактности ТП и их суперрасширений. В частности, отметим глубокий результат [6]
о суперкомпактности метризуемых компактов, а также [2, предложение 4.16] о свойстве
отделимости (в смысле аксиомы T2) суперрасширения T4-пространства. В настоящей рабо-
те исследуются некоторые аналоги последнего положения, касающиеся, однако, π-систем
общего вида. Вопрос об отделимости пространства МСС с топологией волмэновского типа
представляется важным, поскольку при его положительном решении мы получаем супер-
компакт (см. [7, 5.11].
Заметим, что схема [2, предложение 4.16] естественна в конструкциях на основе тополо-
гий волмэновского типа (см. в этой связи [3, 3.6.22]). В то же время в случае, когда рассмат-
риваются МСС произвольной π-системы (с «нулем» и «единицей»), возникает потребность
в коррекции этой схемы, а, точнее, в изменении условий, налагаемых на упомянутую π-си-
стему. Это, в частности, требуется, когда последняя является топологией и множество МСС
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с топологией волмэновского типа является [8, раздел 8] суперкомпактом, а достаточное
(для T2-отделимости) условие, подобное T4-отделимости в [2, предложение 4.16], в типич-
ных случаях ТП нарушается. Соответствующая коррекция упомянутого условия делается
в настоящей работе, что имеет ряд полезных следствий. В этих построениях важную роль
играет понятие квазиокрестности произвольного множества π-системы.
§ 1. Общие понятия и обозначения
В статье используется стандартная теоретико-множественная символика (кванторы,
связки и др.); ∅ обозначает пустое множество,
△
= — равенство по определению, def за-
меняет фразу «по определению». Семейством называем множество, все элементы которого
сами являются множествами. Принимаем аксиому выбора. Если a и b — объекты, то через
{a; b} обозначаем множество, содержащее a, b и не содержащее никаких других элементов
({a; b} — неупорядоченная пара объектов a, b). Каждому объекту x сопоставляем синглетон
{x}
△
= {x; x}, содержащий x : x ∈ {x}. Если H — множество, то через P(H) (через P ′(H))
обозначаем семейство всех (всех непустых) подмножеств H, а через Fin(H) — семейство




= {A ∩ B : A ∈ A} ∈ P ′(P(B))
этого семейства на множество B. Если M — множество и M ∈ P ′(P(M)), то
CM[M]
△
= {M \M : M ∈ M} ∈ P ′(P(M))




= {T ∈ T |S ⊂ T})&( ]T [(S)
△
= {T ∈ T |T ⊂ S}).




= {C ∈ P ′(E)|
⋂
C∈K
C 6= ∅ ∀K ∈ Fin(C)}.
Если X — непустое семейство, то семейства {∪}(X), {∩}(X), {∪}♯(X) и {∩}♯(X) понима-
ются в смысле [9, (2.4)] (имеются в виду семейства всех объединений, пересечений (для
непустых подсемейств X), конечных объединений и конечных пересечений множеств из X).
Фиксируем до конца раздела непустое множество I и полагаем, что
π[I]
△
= {I ∈ P ′(P(I)) | (∅ ∈ I)&(I ∈ I)&(A ∩ B ∈ I ∀A ∈ I ∀B ∈ I)}; (1.1)
элементы семейства (1.1) — суть π-системы [1, c. 14] подмножеств I с «нулем» и «единицей»
и только они. Полагаем, что
π̃0[I]
△
= {I ∈ π[I]| ∀L ∈ I ∀x ∈ I \ L ∃Λ ∈ I : (x ∈ Λ)&(Λ ∩ L = ∅)}; (1.2)
элементы семейства (1.2) называем отделимыми π-системами. В виде
(LAT)0[I]
△
= {I ∈ π[I]| A ∪ B ∈ I ∀A ∈ I ∀B ∈ I}
имеем семейство всех решеток на I. При этом, конечно,
(alg)[I]
△





= {τ ∈ (LAT)0[I]|
⋃
G∈G
G ∈ τ ∀G ∈ P ′(τ)}, (1.4)
(clos)[I]
△
= {F ∈ (LAT)0[I]|
⋂
F∈F ′
F ∈ F ∀F ′ ∈ P ′(F)} = {CI[τ ] : τ ∈ (top)[I]}. (1.5)
Элементы семейства (1.3) суть алгебры множеств с «единицей» I; в (1.4) имеем семейство
всех топологий на I, а в (1.5) — семейство всех замкнутых топологий (см. [10, c. 98]) на I.
Если A ∈ (alg)[I], то (I,A) есть ИП с алгеброй множеств; при τ ∈ (top)[I] в виде (I, τ)
имеем ТП. Если J ∈ P ′(P(I)), то в виде
(COV)[I|J ]
△
= {χ ∈ P ′(J )|I =
⋃
X∈χ
X} ∈ P(P ′(J ))
имеем семейство всех покрытий I множествами из J . Покрытие χ ∈ (COV)[I|J ] называем
бинарным, если χ = {X1;X2} при некоторых X1 ∈ J и X2 ∈ J .
Фиксируем до конца раздела семейство I ∈ P ′(P(I)). В виде
〈I− link〉[I]
△
= {I ∈ P ′(I)| I1 ∩ I2 6= ∅ ∀I1 ∈ I ∀I2 ∈ I} (1.6)




= {I ∈ 〈I− link〉[I]| ∀J ∈ 〈I− link〉[I] (I ⊂ J ) =⇒ (I = J )} =
= {I ∈ 〈I− link〉[I]| ∀L ∈ I (L ∩ I 6= ∅ ∀I ∈ I) =⇒ (L ∈ I)}
(1.7)
семейство всех максимальных сцепленных подсемейств I, именуемых ниже МСС на I.
С учетом леммы Цорна получаем, что ∀I ∈ 〈I − link〉[I] ∃J ∈ 〈I − link〉0[I] : I ⊂ J . Это
означает, что при I \ {∅} 6= ∅ непременно 〈I− link〉0[I] 6= ∅.
Элементы топологии (краткая сводка). Следуем обозначениям [9, раздел 2]. Итак, че-
рез (BAS)[I] и (cl − BAS)[I] обозначаем соответственно семейства всех открытых и всех
замкнутых баз топологий на I. Аналогично, в виде (p − BAS)[I] и (p − BAS)cl[I] име-
ем [9, раздел 2] семейства всех открытых и всех замкнутых предбаз топологий из (top)[I].
Тогда {∪}(β) ∈ (top)[I] при β ∈ (BAS)[I] и {∩}♯(χ) ∈ (BAS)[I] в случае χ ∈ (p − BAS)[I].
Аналогично двойственные представления реализуются для замкнутых баз и предбаз; так,
{∩}(β) ∈ (clos)[I] при β ∈ (cl−BAS)[I] и {∪}♯(χ) ∈ (cl−BAS)[I] в случае χ ∈ (p−BAS)cl[I].
Если τ ∈ (top)[I], то через (τ−BAS)0[I] и (cl−BAS)0[I; τ ] обозначаем (см. [9, раздел 2])
соответственно семейства всех открытых и всех замкнутых баз конкретного ТП (I, τ);
так, в частности, (τ − BAS)0[I]
△
= {β ∈ (BAS)[I]|τ = {∪}(β)}. Через (p − BAS)0[I; τ ]
и (p−BAS)0cl[I; τ ] обозначаем (см. [9, раздел 2]) семейства всех открытых и всех замкнутых
предбаз конкретного ТП (I, τ) соответственно.
При τ ∈ (top)[I] и x ∈ I полагаем
N0τ (x)
△
= {G ∈ τ |x ∈ G}, Nτ (x)
△
= {H ∈ P(I)| ∃G ∈ N0τ (x) : G ⊂ H},
получая семейство окрестностей [11, гл. I] точки x в ТП (I, τ). При этом
∀τ ∈ (top)[I] ∀A ∈ P(I) cl(A, τ)
△
= {x ∈ I| A ∩H 6= ∅ ∀H ∈ Nτ (x)} =
= {x ∈ I| A ∩G 6= ∅ ∀G ∈ N0τ (x)} ∈ CI[τ ]
(1.8)
(введена операция замыкания в ТП (I, τ)). Введем, наконец, семейство
((SC)− top)[I]
△
= {τ ∈ (top)[I]| ∃S ∈ (p− BAS)0[I; τ ]
∀G ∈ (COV)[I|S] ∃G1 ∈ G ∃G2 ∈ G : I = G1 ∪G2}
(1.9)
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всех топологий на множестве I, превращающих это множество в суперкомпактное ТП
(в определении (1.9) используются бинарные подпокрытия покрытий множествами некото-
рой предбазы). Если τ ∈ ((SC)− top)[I] и при этом (I, τ) есть T2-пространство (см. [3, 1.5]),
то данное ТП (I, τ) называют суперкомпактом (см. [7, 5.11]).
§ 2. Битопологическое пространство максимальных сцепленных систем
Всюду в настоящем разделе фиксируем непустое множество E и π-систему L ∈ π[E].
Рассмотрим семейства 〈L−link〉[E] и 〈L−link〉0[E], определяемые посредством (1.6) и (1.7)
соответственно; каждое из упомянутых семейств непусто (см. [8,9]). Ниже приведена свод-
ка основных положений [8,9,12–15], относящихся к предмету исследования. Так, в частно-




= {E ∈ 〈L − link〉0[E]|L ∈ E} ∀L ∈ L)
& (〈L − link〉0op[E|H]
△




= {〈L− link〉0op[E|Λ] : Λ ∈ CE[L]} ∈ (p−BAS)[〈L− link〉0[E]] порождает





op[E;L])) ∈ ((SC)− top)[〈L − link〉0[E]], (2.2)
которая и будет основным предметом нашего рассмотрения. В виде
(〈L − link〉0[E],T0〈E|L〉) (2.3)











0[E;L])) ∈ (top)[〈L − link〉0[E]], (2.4)
превращающую 〈L − link〉0[E] в нульмерное [3, 6.2] T2-пространство. При этом [8, предло-
жение 7.1] T0〈E|L〉 ⊂ T∗〈E|L〉, а триплет
(〈L − link〉0[E],T0〈E|L〉,T∗〈E|L〉)
рассматриваем как битопологическое пространство (БТП) (в связи с теорией и применени-
ями БТП см. монографию [16]). При этом [8, раздел 8]
((L ∈ (alg)[E]) ∨ ( L ∈ (top)[E])) =⇒ (T0〈E|L〉 = T∗〈E|L〉). (2.5)
Более подробное изложение конструкций, связанных с (2.1)–(2.5) см. в [8, 9, 12–15]. В сле-
дующем параграфе мы сосредоточимся на вопросе об условиях T2-отделимости ТП (2.3),
однако уже сейчас в этом отношении можно отметить следствие (2.5): в случаях, отме-
ченных в посылке упомянутой импликации, ТП (2.3) является отделимым (в смысле T2)
и, стало быть, суперкомпактом.
§ 3. Условия T2-отделимости пространства максимальных сцепленных
систем с топологией волмэновского типа
Вопрос о T2-отделимости представляется достаточно важным, т. к. он сводится к во-
просу о том, когда (2.3) — суперкомпакт и, в частности, компакт, т. е. компактное T2-про-
странство (учитываем (1.9) и лемму Александера; см. [3, 3.12.2]). В этой связи напом-
ним [2, предложение 4.16], где подобный вопрос рассматривался в связи с построением
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суперрасширения (данный случай отвечает ситуации, когда L = CE[τ ], где τ ∈ (top)[E]).
В свете (2.1), (2.2) представляется естественной следующая модификация условий [2, пред-
ложение 4.16]: мы вводим семейство
πstr[E]
△
= {L ∈ π[E]| ∀L1 ∈ L ∀L2 ∈ L
(L1 ∩ L2 = ∅) =⇒ (∃Λ1 ∈ [CE[L]](L1) ∃Λ2 ∈ [CE[L]](L2) : Λ1 ∩ Λ2 = ∅)};
(3.1)
π-системы из семейства (3.1) будем именовать сильно отделимыми. Будем называть квази-
окрестностями L множества Λ ∈ [CE[L]](L), где L ∈ L. Условие, определяющее (3.1), со-
стоит в том, чтобы попарно дизъюнктные множества из L обладали всякий раз непересека-
ющимися квазиокрестностями.
П р е д л о ж е н и е 3.1. Если τ ∈ (top)[E] и при этом (E, τ) есть T4-пространство
(см. [2, 2.7]), то CE[τ ] ∈ πstr[E].
Доказательство очевидно. Данное предложение логично связать с условиями [2, пред-
ложение 4.16] Также очевидным является свойство
(alg)[E] ⊂ πstr[E] (3.2)
(в самом деле, при A ∈ (alg)[E] непременно A = CE[A]), так что основное условие в (3.1)
является все же (см. (3.2)) более общим в сравнении с условиями предложения 3.1 (имеется
в виду аксиома T4). Вместе с тем, в силу (2.5) и T2-отделимости топологии (2.4) имеем, что
при L = τ ∈ (top)[E] в виде (2.3) реализуется T2-пространство; с другой стороны, свойство,
определяющее (3.1), в этом случае типично может нарушаться, т. е. имеет место свойство
τ /∈ πstr[E] (данная ситуация имеет место уже в случае обычной | · |-топологии веществен-
ной прямой). Поэтому данное свойство (см. (3.1)) представляется весьма ограничительным.
В этой связи введем в рассмотрение следующее семейство:
π0str[E]
△
= {L ∈ π[E]| ∀L1 ∈ L ∀L2 ∈ L (3.3)
(L1 ∩ L2 = ∅) =⇒ (∃Λ1 ∈ [CE[L]](L1) ∃Λ2 ∈ [CE[L]](L2) : ]L[(Λ1 ∩ Λ2) = {∅})}.
Легко видеть, что πstr[E] ⊂ π
0
str[E]. В (3.3) мы не требуем, однако, существования дизъ-
юнктных квазиокрестностей для пар дизъюнктных множеств из L. Идея условия, опреде-
ляющего (3.3), иная: постулируется существование пары квазиокрестностей, в пересечении
которых не содержится непустых множеств из π-системы L.
Т е о р е м а 3.1. Если L ∈ π0str[E], то (2.3) есть T2-пространство.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть L ∈ π0str[E]. Выберем произвольно U ∈ 〈L − link〉0[E]
и V ∈ 〈L − link〉0[E] \ {U}. В силу максимальности U и V имеем что
(U \ V 6= ∅)&(V \ U 6= ∅).
С учетом этого выберем и зафиксируем V ∈ V \ U . Используя (1.6), (1.7) и то, что V ∈ L,
получаем тогда для некоторого множества U ∈ U свойство
U ∩ V = ∅. (3.4)
По выбору U и V имеем, в частности, что U ∈ L, V ∈ L. Тогда в силу (3.3), (3.4) получаем
для некоторых квазиокрестностей





= ]L[(W1 ∩W2) = {∅}. (3.5)
Из (2.1), (2.2) вытекают очевидные свойства
(〈L − link〉0op[E|W1] ∈ T0〈E|L〉)&(〈L − link〉
0
op[E|W2] ∈ T0〈E|L〉). (3.6)
Кроме того, по выбору W1,W2 имеем с очевидностью, что
(U ∈ 〈L − link〉0op[E|W1])&( V ∈ 〈L − link〉
0
op[E|W2]).
Поэтому (см. (3.6)) на самом деле реализуются свойства
(〈L − link〉0op[E|W1] ∈ N
0
T0〈E|L〉




Покажем, что 〈L − link〉0op[E|W1] ∩ 〈L − link〉
0
op[E|W2] = ∅. В самом деле, допустим про-
тивное: пусть пересечение окрестностей (3.7) непусто. Выберем и зафиксируем
M ∈ 〈L − link〉0op[E|W1] ∩ 〈L − link〉
0
op[E|W2].
Тогда для некоторых множеств M1 ∈ M и M2 ∈ M имеем, что M1 ⊂ W1 и M2 ⊂ W2, отку-
да, в частности, следует, что M1 ∩M2 ∈ T и согласно (3.5) M1 ∩M2 = ∅, что противоречит
сцепленности M. Данное противоречие доказывает требуемое свойство: окрестности (3.7)
действительно не пересекаются. Поскольку U и V выбирались произвольно, установлено,
что
∀E1 ∈ 〈L − link〉0[E] ∀E2 ∈ 〈L − link〉0[E] \ {E1}
∃A ∈ N0
T0〈E|L〉
(E1) ∃B ∈ N
0
T0〈E|L〉
(E2) : A ∩ B = ∅.
Тем самым требуемое свойство T2-отделимости установлено. 
П р е д л о ж е н и е 3.2. Справедливо свойство (top)[E] ⊂ π0str[E].
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть τ ∈ (top)[E]. Тогда, в частности, τ ∈ π[E]. Выберем
произвольно G1 ∈ τ и G2 ∈ τ, для которых
G1 ∩G2 = ∅. (3.8)
Тогда F1
△
= cl(G1, τ) ∈ CE[τ ] и F2
△
= cl(G2, τ) ∈ CE[τ ]. Поэтому по свойствам операции
замыкания F1 ∈ [CE[τ ]](G1) и F2 ∈ [CE[τ ]](G2). Введем в рассмотрение
T
△
=]τ [(F1 ∩ F2). (3.9)
Ясно, что {∅} ⊂ T . Выберем произвольно Θ ∈ T . Тогда в силу (3.9) имеем, что
Θ ∈ τ : Θ ⊂ F1 ∩ F2. (3.10)
Покажем, что Θ = ∅. В самом деле, допустим противное: пусть Θ 6= ∅. Выберем произ-
вольно q ∈ Θ, получая в силу (3.10) свойство Θ ∈ N0τ (q). Поскольку q ∈ F1∩F2 (см. (3.10)),
имеем, в частности, согласно (1.8), что Θ ∩ G1 6= ∅. Точнее, Θ ∩ G1 ∈ τ \ {∅}. Выберем
с учетом этого x∗ ∈ Θ∩G1, получая, в частности, x∗ ∈ F1∩F2. Поскольку Θ∩G1 ∈ N
0
τ (x∗),
имеем с учетом (1.8) свойство
Θ ∩G1 ∩G2 = Θ ∩ (G1 ∩G2) = (Θ ∩G1) ∩G2 6= ∅.
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Тем более G1 ∩G2 6= ∅, что противоречит (3.8). Полученное противоречие показывает, что
на самом деле Θ = ∅, т. е. Θ ∈ {∅}. Поскольку выбор Θ был произвольным, установлено,
что T ⊂ {∅} и, следовательно, T = {∅}. В итоге получаем, что (см. (3.9))
∃F1 ∈ [CE[τ ]](G1) ∃F2 ∈ [CE[τ ]](G2) : ]τ [(F1 ∩ F2) = {∅}. (3.11)
Итак, установлена (см. (3.8), (3.11)) следующая импликация
(G1 ∩G2 = ∅) =⇒ (∃F1 ∈ [CE[τ ]](G1) ∃F2 ∈ [CE[τ ]](G2) : ]τ [(F1 ∩ F2) = {∅}). (3.12)
Поскольку выбор G1, G2 был произвольным, установлено (см. (3.3), (3.12)), что τ ∈ π
0
str[E].
Итак, (top)[E] ⊂ π0str[E]. 
Итак, условие, используемое в (3.3), «покрывает» случаи, когда T2-отделимость ТП (2.3)
устанавливается из тех или иных соображений косвенного характера. В заключение пара-
графа отметим одно простое следствие:
π0str[E] = {L ∈ π[E]| ∀L1 ∈ L \ {∅} ∀L2 ∈ L \ {∅} (3.13)
(L1 ∩ L2 = ∅) =⇒ (∃Λ1 ∈ [CE[L]](L1) ∃Λ2 ∈ [CE[L]](L2) : ]L[(Λ1 ∩ Λ2) = {∅})}.
З а м е ч а н и е 1. Проверим (3.13), обозначая семейство в правой части доказываемого равен-
ства (3.13) через L. Ясно, что
π
0
str[E] ⊂ L. (3.14)
Пусть теперь L̃ ∈ L. Тогда L̃ ∈ π[E]; при этом ∀L1 ∈ L̃ \ {∅} ∀L2 ∈ L̃ \ {∅}
(L1 ∩ L2 = ∅) =⇒ (∃Λ1 ∈ [CE [L̃]](L1) ∃Λ2 ∈ [CE [L̃]](L2) : ]L̃[(Λ1 ∩ Λ2) = {∅}) (3.15)
Выберем произвольно L1 ∈ L̃ и L2 ∈ L̃ со свойством L1 ∩ L2 = ∅. Тогда
((L1 6= ∅)&(L2 6= ∅)) ∨ ((L1 = ∅) ∨ (L2 = ∅)). (3.16)
Рассмотрим отдельно оба случая в (3.16). В силу (3.15) имеем очевидную импликацию
((L1 6= ∅)&((L2 6= ∅)) =⇒ (∃Λ1 ∈ [CE [L̃]](L1) ∃Λ2 ∈ [CE [L̃]](L2) : ]L̃[(Λ1 ∩ Λ2) = {∅}) (3.17)
Пусть теперь (L1 = ∅)∨ (L2 = ∅). Напомним, что E = E \∅ ∈ CE [L̃] и ∅ = E \E ∈ CE [L̃]. Тогда
при L1 = ∅ имеем, что ∅ ∈ [CE [L̃]](L1) и E ∈ [CE [L̃]](L2) таковы, что ]L̃[(∅ ∩ E) = {∅}. Стало
быть, имеем импликацию
(L1 = ∅) =⇒ (∃Λ1 ∈ [CE [L̃]](L1) ∃Λ2 ∈ [CE [L̃]](L2) : ]L̃[(Λ1 ∩ Λ2) = {∅}). (3.18)
Аналогично, при L2 = ∅ получаем, что E ∈ [CE [L̃]](L1) и ∅ ∈ [CE [L̃]](L2) таковы, что
]L̃[(E ∩∅) = {∅}. Это означает, что
(L2 = ∅) =⇒ (∃Λ1 ∈ [CE [L̃]](L1) ∃Λ2 ∈ [CE [L̃]](L2) : ]L̃[(Λ1 ∩ Λ2) = {∅}). (3.19)
Из (3.16)–(3.19) вытекает, что во всех возможных случаях
∃Λ1 ∈ [CE [L̃]](L1) ∃Λ2 ∈ [CE [L̃]](L2) : ]L̃[(Λ1 ∩ Λ2) = {∅}.
Таким образом, получили следующую импликацию
(L1 ∩ L2 = ∅) =⇒ (∃Λ1 ∈ [CE [L̃]](L1) ∃Λ2 ∈ [CE [L̃]](L2) : ]L̃[(Λ1 ∩ Λ2) = {∅}).
Поскольку выбор L1 и L2 был произвольным, установлено (см. (3.3)), что L̃ ∈ π
0
str[E]. Итак,




§ 4. Один частный случай
В настоящем параграфе рассматривается один пример π-системы из множества (3.3),
который не является ни алгеброй множеств, ни топологией, ни семейством замкнутых мно-
жеств какого-либо ТП. Для этого рассмотрения потребуются некоторые дополнительные
обозначения.
Всюду в дальнейшем R — вещественная прямая; промежутки в R (всех типов) обо-
значаем только посредством квадратных скобок (см. [11], а также [17, § 1.3]). При этом
в обозначениях для промежутков допускаются (как и в [17, § 1.3]) любые соотношения
между концевыми точками; так, в частности, при x ∈ R и y ∈ R
]x, y[
△
= {ξ ∈ R|(x < ξ)&(ξ < y)}, [x, y]
△
= {ξ ∈ R|(x 6 ξ)&(ξ 6 y)} (4.1)
(аналогичные соглашения принимаются в отношении полуинтервалов; допускается, что
множества (4.1) и их аналоги в случае полуинтервалов могут совпадать с ∅).
Фиксируем до конца параграфа произвольные числа a ∈ R и b ∈ R со свойством a < b.
Полагаем в настоящем параграфе, что E = ]a, b[ (итак, рассматривается случай, когда мно-
жество E является невырожденным открытым интервалом числовой прямой). Кроме того,
полагаем, что при z ∈ R× R в виде pr1(z) ∈ R и pr2(z) ∈ R реализуются первый и второй
элементы упорядоченной пары z соответственно; итак z = (pr1(z), pr2(z)). В качестве z мо-




= {]pr1(z), pr2(z)[ : z ∈ [a, b]× [a, b]}; (4.2)
с учетом соглашений относительно (4.1) получаем, что L (4.2) есть π-система: L ∈ π[E].
Итак, в виде (E,L) получили вариант (широко понимаемого) ИП. Легко видеть, что
(см. (4.2)) при c ∈ E
([c, b[= E\ ]a, c[∈ CE[L])&(]a, c] = E\ ]c, b[∈ CE[L]).
Тогда, как следствие, получаем с очевидностью, что
]a, d] ∈ [CE[L]](]c, d[) ∀c ∈ [a, b[ ∀d ∈ E. (4.3)
Кроме того, как легко видеть, имеет место свойство
[c, b[∈ [CE[L]](]c, d[) ∀c ∈ E ∀d ∈]a, b]. (4.4)
П р е д л о ж е н и е 4.1. При E =]a, b[ и L (4.2) непременно имеет место свойство
L ∈ π0str[E]. (4.5)
Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся равенством (3.13). Пусть L′ ∈ L \ {∅}
и L′′ ∈ L \ {∅} таковы, что
L′ ∩ L′′ = ∅. (4.6)
С учетом (4.2) подберем u ∈ [a, b], v ∈ [a, b], p ∈ [a, b] и q ∈ [a, b], для которых
(L′ =]u, v[)&(L′′ =]p, q[). (4.7)
В силу непустоты L′ и L′′ имеем, что u < v и p < q. Рассмотрим отдельно следующие
возможные случаи: 1) u < p, 2) p 6 u.
1) В этом случае v 6 p. В самом деле, допустим противное: пусть p < v. Тогда p ∈ L′,
и ]p, v[ 6= ∅. Для η
△
= inf({v; q}) ∈ [a, b] имеем (при p < v) цепочку неравенств p < η 6 q.
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Тогда по выбору p получаем, что ]p, η[ 6= ∅ и при этом ]p, η[⊂ L′∩L′′, что противоречит (4.6).
Итак (при u < p) имеем требуемое неравенство v 6 p. С учетом (4.7) получаем, что u ∈ [a, b[
и p ∈ E. Поэтому (см. (4.3)) ]a, p] ∈ [CE[L]](]u, p[), где L
′ ⊂]u, p[. Следовательно, имеем
свойство
]a, p] ∈ [CE[L]](L
′). (4.8)
С другой стороны, по выбору p, q получаем, что L′′ ⊂ [p, b[, а потому
[p, b[∈ [CE[L]](L
′′) (4.9)
(действительно, в нашем случае p ∈ E, q ∈]a, b]; осталось учесть (4.4) и (4.7)). При этом
]a, p] ∩ [p, b[⊂ {p}.
Пусть T
△
=]L[(]a, p] ∩ [p, b[). Выберем произвольно T ∈ T , получая в силу (4.8) и (4.9), что
T ⊂ {p}. Но в этом случае T = ∅ по определению L (см. (4.2)), т. к. непустые множества
из L являются невырожденными открытыми интервалами вещественной прямой. Посколь-
ку выбор T был произвольным, установлено, что T ⊂ {∅} и, стало быть, T = {∅}. Итак,
в силу (4.8) и (4.9) имеем в случае 1), что
∃Λ1 ∈ [CE[L]](L
′) ∃Λ2 ∈ [CE[L]](L
′′) : ]L[(Λ1 ∩ Λ2) = {∅}. (4.10)
Тем самым установлена (см. (4.10)) следующая импликация
(u < p) =⇒ (∃Λ1 ∈ [CE[L]](L
′) ∃Λ2 ∈ [CE[L]](L
′′) : ]L[(Λ1 ∩ Λ2) = {∅}). (4.11)
2) Пусть p 6 u. Тогда (p = u) ∨ (p < u). Однако в силу (4.6), (4.7) и непустоты мно-
жеств L′, L′′ равенство p = u невозможно (с учетом (4.7) и упомянутого свойства непусто-
ты данное равенство приводит к противоречию с (4.6)). Следовательно, имеем неравенство
p < u, а тогда требуемое обоснование импликации
(p 6 u) =⇒ (∃Λ1 ∈ [CE[L]](L
′) ∃Λ2 ∈ [CE[L]](L
′′) : ]L[(Λ1 ∩ Λ2) = {∅}). (4.12)
повторяет рассуждение для случая 1) при очевидных переобозначениях. В итоге (см. (4.6),
(4.11), (4.12)) получаем импликацию
(L′ ∩ L′′ = ∅) =⇒ (∃Λ1 ∈ [CE[L]](L
′) ∃Λ2 ∈ [CE[L]](L
′′) : ]L[(Λ1 ∩ Λ2) = {∅}).
Поскольку L′ и L′′ выбирались произвольно, установлено (см. (3.13)) свойство (4.5). 
Из (2.2), теоремы 3.1 и предложения 4.1 следует, что в рассматриваемом случае широко
понимаемого ИП (E,L) (см. (4.2)) ТП (2.3) является суперкомпактом.
§ 5. Добавление 1: пространство ультрафильтров с топологией
волмэновского типа
В настоящем параграфе отметим некоторые следствия теоремы 3.1, касающиеся про-
странства ультрафильтров (у/ф) в волмэновском оснащении (в связи с исследованием топо-
логической структуры пространства у/ф отметим работы [18–20]). Однако сначала совсем
кратко напомним нужные определения, относящиеся к у/ф (подробнее см. [8, 9, 12–15, 21]).
Рассматриваем ниже, если не оговорено противное, общий случай ИП (E,L) : E 6= ∅




= {F ∈ P ′(L)|(∅ /∈ F)&(A ∩ B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F)&( [L](F ) ⊂ F ∀F ∈ F)}
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= {U ∈ F∗(L)|∀F ∈ F∗(L) (U ⊂ F) =⇒ (U = F)} ∈ P ′(F∗(L)) (5.1)














[L|Λ] : Λ ∈ CE[L]} ∈ (p − BAS)[F
∗









[L])) ∈ (top)[F∗0(L)] (5.2)








′(〈L − link〉0[E]) и при этом (см. [8, предложение 5.3])
T
0
L〈E〉 = T0〈E|L〉|F∗0(L). (5.4)
Напомним, что компактное T2-пространство называется компактом. С учетом теоремы 3.1
получаем следующее предложение.
П р е д л о ж е н и е 5.1. Если L ∈ π0str[E], то ТП (5.3) является компактом.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть L ∈ π0str[E]. Тогда по теореме 3.1 (2.3) есть
T2-пространство. Поскольку F
∗
0(L) является, как уже отмечалось, непустым подмножеством
〈L − link〉0[E], согласно (5.4) в виде (5.3) реализуется T2-пространство (см. [3, 2.1.6]), кото-
рое компактно (см. [21, теорема 5]). Итак, (5.3) — компакт. 
В связи с предложением 5.1 полезно отметить следующий частный случай. А имен-
но: полагаем до конца настоящего параграфа, что E =]a, b[, где a ∈ R, b ∈ R и a < b,
а L ∈ π[E] определяется посредством (4.2). Итак, рассматриваем невырожденный откры-
тый интервал вещественной прямой с π-системой, составленной из открытых промежутков,
содержащихся в упомянутом фиксированном интервале. Напомним, что (см. (4.1)) ∅ также
рассматривается как открытый промежуток.
П р е д л о ж е н и е 5.2. В рассматриваемом случае (E,L) ТП (5.3) является суперком-
пактом: (5.3) есть T2-пространство и при этом
T
0
L〈E〉 ∈ ((SC)− top)[F
∗
0(L)]. (5.5)
Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу предложения 5.1 ТП (5.3) есть T2-пространство.
С другой стороны, при условии, что
π♯∗[E]
△
= {I ∈ π[E]| ∀Σ1 ∈ I ∀Σ2 ∈ I ∀Σ3 ∈ I
((Σ1 ∩ Σ2 6= ∅)&(Σ2 ∩ Σ3 6= ∅)&(Σ1 ∩ Σ3 6= ∅)) =⇒ (Σ1 ∩ Σ2 ∩ Σ3 6= ∅)},
(5.6)
имеем свойство L ∈ π♯∗[E] (в рассматриваемом сейчас случае E =]a, b[ и L (4.2)). Данное
свойство устанавливается по аналогии с [22, предложение 4.2], а тогда (5.5) вытекает из [22,
(3.2), (4.2)]. Итак, (5.5) есть суперкомпактное T2-пространство, т. е. суперкомпакт. 
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§ 6. Фундаментальные системы окрестностей
В настоящем параграфе совсем кратко обсуждается вопрос о представлении фундамен-
тальных систем окрестностей (ФСО) точек в ТП (2.3). При этом относительно (E,L) пред-
полагается, как и в предыдущем параграфе, что E — непустое множество и L ∈ π[E].
В этих построениях также будут использоваться квазиокрестности. Как обычно, полагаем
N
△
= {1; 2; . . .}; при n ∈ N полагаем, что 1, n
△
= {t ∈ N|t 6 n}. Если H — множество и k ∈ N,
то через Hk обозначаем множество всех отображений (кортежей) (hi)i∈1,k : 1, k −→ H. В ка-
честве H может, конечно, использоваться семейство.
С учетом (2.1) получаем, что при E ∈ 〈L − link〉0[E], n ∈ N, (Σi)i∈1,n ∈ E







〈L − link〉0op[E|Λi] ∈ P(〈L − link〉0[E]).
















В связи с (6.1) отметим очевидное свойство: при E ∈ 〈L−link〉0[E], Σ ∈ E и Λ ∈ [CE[L]](Σ)
непременно
E ∈ 〈L − link〉0op[E|Λ]. (6.2)
П р е д л о ж е н и е 6.1. Если E ∈ 〈L − link〉0[E], то семейство N[E ] есть ФСО E
в ТП (2.3):
(N[E ] ⊂ NT0〈E|L〉(E))&( ∀H ∈ NT0〈E|L〉(E) ∃G ∈ N[E ] : G ⊂ H). (6.3)
Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем E ∈ 〈L− link〉0[E]. Тогда в силу (2.2) и (6.2) имеем,
что
〈L − link〉0op[E|Λ] ∈ N
0
T0〈E|L〉
(E) ∀Σ ∈ E ∀Λ ∈ [CE[L]](Σ). (6.4)
При этом [CE[L]](Σ) ∈ P












Из (6.1) и (6.5) получаем первое положение в (6.3) (см. § 1). Рассмотрим доказательство
второго.
Пусть Ω ∈ NT0〈E|L〉(E), а Ω0 ∈ N
0
T0〈E|L〉
(E) обладает свойством Ω0 ⊂ Ω. Тогда Ω0 ∈








Тогда E ∈ M для некоторого M ∈ µ; при этом M ⊂ Ω0 и, кроме того, M ∈ {∩}♯(Ĉ
0
op[E;L]).









По определению Ĉ0op[E;L] (см. § 2) для некоторого кортежа (Mi)i∈1,ν ∈ CE[L]
ν получаем
представление
Mj = 〈L − link〉
0
op[E|Mj] ∀j ∈ 1, ν. (6.7)
В свою очередь из (6.7) легко следует, что для некоторого кортежа
(Ξi)i∈1,ν ∈ E
ν (6.8)
реализуется свойство Ξj ⊂ Mj ∀j ∈ 1, ν (действительно, E ∈ M, а потому согласно (6.6)





Из (6.1), (6.8) и (6.9) получаем, что
ν⋂
i=1
〈L − link〉0op[E|Mi] ∈ N[E ].
Тогда в силу (6.7) имеем, что пересечение всех множеств Mi, i ∈ 1, ν, содержится в N[E ].
С учетом (6.6) получаем, что M ∈ N[E ], причем (по выбору M) M ⊂ Ω. Поскольку выбор Ω
был произвольным, второе положение в (6.3) установлено. 
§ 7. Некоторые примеры
Заметим, что условие L ∈ πstr[E] также доставляет ряд полезных примеров T2-отде-
лимости, не охватываемых «топологическим вариантом» [2, предложение 4.16] (об этом
уже говорилось в § 3 (см. (3.3)). Отметим в этой связи, что в общем случае непустого
множества E
πstr[E] = {L ∈ π[E]| ∀L1 ∈ L \ {∅} ∀L2 ∈ L \ {∅}
(L1 ∩ L2 = ∅) =⇒ (∃Λ1 ∈ [CE[L]](L1) ∃Λ2 ∈ [CE[L]](L2) : Λ1 ∩ Λ2 = ∅)}.
(7.1)
Сейчас вновь коснемся вариантов, когда множество E выражается в терминах чисел a ∈ R,
b ∈ R, a < b.
Пусть сначала E = [a, b[ и (см. соглашения в § 4)
L
△
= {[pr1(z), pr2(z)[ : z ∈ [a, b]× [a, b]}. (7.2)
Ясно, что L ∈ π[E] (более того, L (7.2) есть полуалгебра множеств). В виде (E,L) имеем
пространство-стрелку. Легко видеть, что при c ∈]a, b[
([a, c[∈ L ∩CE[L])&( [c, b[∈ L ∩CE[L]). (7.3)
Как следствие (см. (7.3)) получаем очевидное свойство: при c ∈ E и d ∈]a, b[
[a, d[∈ [CE[L]]([c, d[). (7.4)
Кроме того, как легко видеть, при c ∈]a, b[ и d ∈]a, b]
[c, b[∈ [CE[L]]([c, d[). (7.5)
П р е д л о ж е н и е 7.1. При E = [a, b[ и L (7.2) справедливо свойство L ∈ πstr[E].
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Доказательство использует (7.1), (7.4), (7.5) и в идейном отношении аналогично обос-
нованию предложения 4.1.
Отметим некоторые следствия предложения 7.1, касающиеся свойств у/ф. Заметим, что
в дальнейшем определение (5.6) используется для произвольного непустого множества E.
Подобно [22, предложение 4.2] устанавливается, что в рассматриваемом случае L ∈ π♯∗[E].
Сейчас заметим, что (при E = [a, b[ и L (7.2)) с учетом положений [22, § 4] легко проверя-
ется равенство
〈L − link〉0[E] = F
∗
0(L)
и при этом T0L〈E〉 ∈ ((SC− top)[F
∗
0(L)] (см. (5.2)). С другой стороны, согласно (5.4) и пред-
ложению 7.1 ТП (5.3) является T2-пространством (см. теорему 3.1; учитываем также свой-
ство πstr[E] ⊂ π
0
str[E]). В итоге в рассматриваемом сейчас случае E = [a, b[ и L (7.2)
соотношение (5.3) определяет суперкомпакт, точками которого являются у/ф.
Совсем кратко рассмотрим случай пространства-стрелки, открытой слева. Итак, если не
оговорено противное, полагаем до конца настоящего параграфа, что E =]a, b] и
L
△
= {]pr1(z), pr2(z)] : z ∈ [a, b]× [a, b]}; (7.6)
ясно, что (в случае (7.6)) L ∈ π[E]. Тогда при c ∈]a, b[
( ]a, c] ∈ L ∩CE[L])&( ]c, b] ∈ L ∩CE[L]).
C учетом этого устанавливается, что при c ∈]a, b[ и d ∈]a, b]
]c, b] ∈ [CE[L]](]c, d]). (7.7)
Кроме того, при c ∈ [a, b[ и d ∈]a, b[
]a, d] ∈ [CE[L]](]c, d]). (7.8)
С учетом (7.1), (7.7) и (7.8) устанавливается следующее положение.
П р е д л о ж е н и е 7.2. При E =]a, b] и L (7.6) имеет место свойство L ∈ πstr[E].
Доказательство легко следует из (7.7) и (7.8). Отметим, в заключение, что в случае (7.6)
L ∈ π♯∗[E]. Это позволяет применять положения [22], связанные с отождествимостью у/ф
и МСС.
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